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In deze bijdrage staat centraal het sprongsgewijze investeringsproces met name
binnen optimal-control-modellen. Binnen de huidige formuleringen van optimal-
control-modellen wordt aangenomen dat het investeren een continu proces in de
tijd is. In werkelijkheid zal het investeringsproces bestaan uit een verzame-
ling afzonderlijke tijdstippen waarop een sprong in de kapitaalgoederenvoor-
raad plaatsvindt. Deze bijdrage valt uiteen in twee delen. Enerzijds zal inge-
gaan worden op de economische interpretatie van dit sprongsgewijze investe-
ringsproces en anderzijds zal het sprongsgewijze investeríngsproces worden
gegoten in een optimal-control-formulering.
Uitgegaan wordt van een homogeen produktieproces met slechts één produktiefac-
tor, nl. kapitaal. Ten aanzien van dit produktieproces wordt verondersteld dat
er sprake is van afnemende meer-opbrengsten. Verder wordt aangenomen dat de
produktiviteit van kapitaal onder invloed van slijtage continu afneemt. Van
tijd tot tijd zal echter de produktiefactor kapitaal d.m.v. investeringen weer
op peil wnrden gebracht. Het lijkt niet reëel te veronderstellen dat de kapi-
taalgoederenvoorraad permanent door oneindig kleine ínvesteringen op niveau
zal worden gehouden. De meest voor de hand liggende reden hiervoor ís het be-
staan van 'economies of scale': een éénmalige grote investering is per eenheid
investering 'goedkoper' dan een (oneindige) reeks kleine investeringen. Onder
de vooronderstelling van economies of scale is het investeringsproces derhalve
geen continu proces meer maar een discreet proces.
In de eerste paragraaf zal uitgebreid worden ingegaan op de afweging die be-
staat tussen economies of scale en afnemende meer-opbrengsten. Dit zal geil-
lustreerd worden aan de hand van vereenvoudigde modellen die eenvoudig d.m.v.
(partiële) afgeleiden zijn op te lossen. Met name zal hier verwezen worden
naar het klassieke artikel van Manne: 'Capacity expansion and probabilistic
growth' [1].
In de tweede paragraaf staat de optimal-control-formulering van het investe-
ringsmodel centraal. Uitgebreid zal ingegaan worden op de discontinuiteit in
de toestandsvariabele die dan ontstaat, maar niet is toegestaan bij toepassing
van de standaard-optimal-control-technieken. Voor de oplossing van dit pro-
1) Gaarne dank ik G.J. van Schijndel en T. Geerts van TH-Eindhoven voor de
assistentie bij het tot stand komen van paragraaf 2.4.
z
bleem worden twee benaderingen beschreven. Enerzíjds wordt ingegaan op een
idee van Vind [7], en anderzijds wordt de aanpak van de Noorse wiskundigen
Seierstad en Sydsaeter [8] beschreven die specifieke optimumcondities hebben
geformuleerd voor de discontinue tijdstippen en het probleem i.t.t. Vind
rechtstreeks oplossen.
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1. Economies of scale en afnemende meer-opbrengsten
1.1. Inleiding
Onder de meest stringente micro-economische vooronderstellingen en uitgaande
van het bestaan van afnemende meer-opbrengsten op kapitaal wordt de optimale
~
kapitaalgoederenvoorraad, K~, voor een naar winstmaximalisatie strevende pro-
ducent gevonden in het punt waar geldt dat het marginaal rendement op kapitaal
gelijk is aan de tijdsvoorkeurvoet. Dit bekende resultaat uit de micro-econo-
mische theorie geldt alleen bij de afwezigheid van economies of scale. Reke-
ninghoudend met economies of scale geldt in het optimum de gelijkheid tussen
het marginaal rendement op de investeringsuitgaven en de tijdsvoorkeurvoet.
Noodzakelijk voor het bestaan van een optimum is dat ten alle tijde de afne-
mende meer-opbrengsten het economies of scale effect overheersen.
De bovenstaande veronderstellingen en voorwaarden kunnen als volgt worden sa-
mengevat:
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0(K) - de opbrengstenfunctie;
K - de produktiefactor kapitaal - de kapitaalgoederenvoorraad;
S - de investeringsuitgaven
Het hierboven gedefinieerde optimum zal uitgaande van de continue slijtage van
de kapitaalgoederenvoorraad slechts op bepaalde tijdsmomenten actueel zijn. De
kapitaalgoederenvoorraad zal zich sprongsgewijs rond dit optimum begeven. Dit
wordt in paragraaf 2 nog bewezen.
Het optimum is grafisch weergegeven in figuur 1.
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0(K(S))
waarin: r ~ de tijdsvoorkeurvoet.
Figuur 1. Het optimale investeringsniveau
In het voorgaande is bepaald wat de optimale beslissing is van een onderneming
die een investeringsproject wil beginnen zonder dat deze rekening houdt met de
vervolgbeslissingen die nodig zijn om het project in stand te houden. Wij zul-
len ons gaan concentreren op de vervolgbeslissingen. Namelijk, de uit hoofde
van de slíjtage noodzakelijke bepaling van de grootte van de vervangingsinves-
teringen en de bepaling van de investeringstijdstippen.l)
Ten aanzien van deze (vervangings)investeringen wordt eveneens verondersteld
dat het 'economies of scale' effect wordt overheerst door de afnemende meer-
opbrengsten, zodat dus wederom is voldaan aan (1.1).
In de komende subparagraaf zal aan de hand van het artikel van Manne het ef-
fect van 'economies of scale' op de investeringstijdstippen en -grootte worden
geanalyseerd.
1) De term vervangingsinvesteringen kan verwarrend werken. Bedoeld wordt het
weer op peil brengen van de aan slijtage onderhevige kapitaalgoederenvoorraad.
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1.2. Het model van Manne
Manne beperkt zich in zijn artikel 'Capacity Expansion and Probabilistic
Growth' [1] tot situaties waarin de ontwikkeling van de produktiecapaciteit
geheel bepaald is door een vaststaande ontwikkeling van de vraag waaraan ten
allP tijde voldaan moet worden. In zijn model groeit de vraag linesir. De pro-
duktiecapaciteit zal zich, door het bestaan van 'economies of scale', sprongs-
gewijs aanpassen aan de stijgende vraag. Gegeven de vaststaande vraag waaraan
voldoen moet worden is er derhalve voortdurende overcapaciteit. Rekening hou-
dend met de tijdsvoorkeur wordt het optimum gevonden door de investeringskos-
ten te minimaliseren.
Wij zullen het groei-model van Manne herdefiniëren binnen onze probleemstel-
ling. Uitgegaan wordt van een constante vraag waar ook nu expliciet aan vol-
daan moet worden. De produktiecapaciteit is onderhevig aan een constant slij-
tageniveau per tijdseenheid.
~~---- -- ~ do ..r.,,~„ktiPranaciteit uitgaande van een oneindige tijdshori-HCt vCrtwY vcaaa t... ..-
zon is weergegeven in figuur 2.
K -K~tX
0
.tt~ 2t 3t 4t
waarin: t, 2t~, etc. - de investeringstijdstippen.
Figuur 2. Het verloop van de produktiecapaciteit
Bepaald dient te worden het niveau van de investering X, waarbij de totale
investeringskosten minimaal zijn. De grootte van de investering X is een afwe-
ging tussen enerzijds schaalvoordelen bij een grotere investering ineens, en
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anderzijds tijdvoorkeuropbrengsten door, d.m.v. kleinere investeringen, de
investeringsuitgaven te verplaatsen naar de toekomst.
De investeringskosten worden bepaald door de volgende functie:
S(X) - gXb, waarbij g~ 0; 0 ~ b~ 1 (1.2)
waarin: X- de investering gemeten in kapitaalgoederen.
De totale i nvesteringskosten van het in figuur 2 geschetste probleem zijn:
~
C(X) - gXb f ért C(X)
ofwel
C(X) - 1 ~ gXb (1.4)
-rt1-e
waarin: t~` - investeringstijdstip.
Aangenomen wordt dat de produktiecapaciteit onder invloed van de slijtage met
de factor één per tijdseenheid daalt. In dat geval geldt:
t~ - X (1.5)
Als optimum van (1.4) wordt gebruikmakend van (1.5) gevonden:
b -
waarbij: X~ - de optimale investeringsgrootte.
Het interpreteren van het optimum aan de hand van vergelijking (1.6) is niet
mogelijk omdat geen analytische uitdrukking voor X gevonden kan worden. Wel
kan een tussen-resultaat dat ontstaat bij differentiatie van (1.4) naar X en
gelíjkstelling aan nul worden geinterpreteerd. Dit tussen-resultaat luidt:
~ ~
bgXb-~ - ~ddX re-rt gXbl 1 ~ (1.7)
J1-e-rt
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De vergelijking (1.7) laat zien dat in het optimum een gelijkheid geldt tussen
de marginale investeringsuitgaven bgXb-1 en de tijdsvoorkeurwinst op toekom-
stige investeringen. Immers het éénmalíg vergroten van het investeringsniveau
~
kost bgXb-1 en doet de toekomstige investeringen voor een periode dt ~dX op-~
schuiven wat per c clus (dt~~dX)rért gXb oplevert.
In het voorgaande is het 'economies of scale' probleem door de verwaarlozing
van afnemende meer-opbrengsten op kapitaal min of ineer teruggebracht tot een
voorraadprobleem. Namelijk: minimaliseer de kosten van de overmatige capaci-
teit. In de komende paragraaf zullen de afnemende meer-opbrengsten expliciet
in het model worden gebracht.
1.3. Een eenvoudig model met afnemende meer-opbrengsten en economies of scale
Onder bepaalde vooronderstellingen kan een investeringsmodel worden geformu-
leerd dat eenvoudig d.m.v. partiële afgeleiden i s op te lossen. De vooronder-
stellingen zijn een constant slijtage-nivcau van de kYpitáalgoPderenvoorraad
per tijdseenheid en het zich bevinden van de kapitaalgoederenvoorraad op het
optimale niveau in de uitgangssituatie. Uitgaande van deze vooronderstellingen
is de ontwikkeling van de kapitaalgoederenvoorraad in figuur 3 geschetst. Aan-
genomen is bovendien dat de slijtage per tijdseenheid één is.
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waarin: ~
K~ - het optimaal beginniveau;
~ ~~ ~~X - investeringsniveau;
~y - " " 'tekort'-niveau.
Fig~~ur 3. De ontwikkeling van de kapitaalgoederenvoorraad binnen het meer vol-
ledige model
~
Zoals eerder reeds is uiteengezet geldt in het optimum K~ de gelijkheid tussen
het marginaal rendement op de investeringsuitgaven en de tijdvoorkeurvoet.
Voor een verdere uitwerking hiervan wordt verwezen naar de voetnoot op de vol-
gende pagina.
Uitgaande van een constant slijtageniveau per tijdseenheid van één en een on-
eindige tijdshorizon kan de optimale investeringsgrootte X~ worden bepaald
door het maximaliseren van de volgende netto-ontvangsten vergelijking:
Max M(X,Y) - f e rt0(K~ - t)dt f J e-rt0(KQ f X- t)dt -i-
0 Y
-e-rYS(X) f e-r M(X.y) (1.8)
waarin:
9
0(K) - de opbrengstenfunctie;
S(X) ~ de investeringskostenfunctíe;
M(X,Y) a de totale netto-ontvangsten.
ofwel
Y X
Max M(X,Y) - 1-rX ~J e-rt0(KD-t)dt f J e-rt0(K~tX-t)dt-e-rxS(X)]1-e 0 Y
De noodzakelijke voorwaarden voor het optimum kunnen gevonden worden door het
bepalen van de partiële afgeleiden en deze gelijkstellen aan nul. Bovendien
moet rekening worden gehouden met de conditie die geldt voor K~.1)
De partiële afgeleiden naar X resp. Y zijn:
~
-re-rXM(X~Y) - e-rY dS(X } e-rX0(K~) } X e-rt a0(KOfX-t) dt - 0 (1.10)dX 0 lY 8X
en
~ ~
0(KOfX-Y) - 0(KO-Y) - r8(X)
~1) Het optimale niveau ICO wordt gevonden door op het investering~tijdstip
t- Y~ (zie figuur 1) te eisen dat een investering~ ter grootte van Y, d.w.z.
een exacte aanvulling tot het optimale niveau K0, een marginaal rendement
heeft dat gelijk is aan de tijdvoorkeurvoet.
Dit houdt in dat op het tijdstip t- Y~` moet gelden:
d0
dS(X) X-Y~ - r
ofwel
(a)
d0 dX - r (immers d0 - d0) (b)dK ' dS X-Y~ ' dK dX
Gegeven een specificatie voor de functie S(X) volgt het optimale niveau KÓ
uit:
d0 dS
dK - r. dXIX-Y~
(c)
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De interpretatie (1.10) is ingewikkeld. Deze conditie laat namelijk een afwe-
ging zien tussen de voordelen verbonden aan een hoger investeringsniveau (nl.
lagere investeringskosten per eenheid) en de nadelen (i.h.b. tijdvoorkeurs-
verliezen gecombineerd met afnemende marginale rendementen). De partiële afge-
leide naar Y volgens (1.11) is echter zeer goed voor interpretatie vatbaar.
Uit (1.11) volgt namelijk dat op het investeringstijdstip Y~ geldt dat in het
optimum de per tijdseenheid te missen opbrengsten bij uitstel van de investe-
ring, d.i. 0(KOtX-Y) - 0(KO-Y), gelijk zijn aan de tijdvoorkeurswinst op de
investeringsuitgaven die geboekt wordt door dit uitstel.
Dit resultaat, dat misschien wel voor-de-handliggend is, moet per definitie
gelden op elk sprongtijdstip.
Voorgaand model is door het hanteren van stringente vooronderstellingen, zoals
het veronderstellen van een constant slijtageniveau per tijdseenheid en een
optímaal beginniveau van de kapitaalgoederenvoorraad, eenvoudig d.m.v. (par-
tiële) afgeleiden op te lossen. Het biedt grote voordelen indien het model
gegoten kan worden in een optimal-control-formulering. Binnen een dergelijke
formulering wordt de kapitaalgoederenvoorraad opgevat als een toestandsvaria-
bele die d.m.v. een (stuur)variabele, de investeringen, 'gestuurd' wordt. Uit-
gaande van de doelfunctie maximalisatie van alle toekomstige netto-ontvangsten
zal het optimale ontwikkelingspatroon van de kapitaalgoederenvoorraad als op-
lossing uit het model volgen. Binnen een optimal-control-formulering van het
model kunnen bovendien allerlei neven-voorwaarden aan de doelfunctie worden
opgelegd waardoor het bijvoorbeeld mogelijk ís rekening te houden met de wijze
waarop de investeringen worden gefinancierd. Van deze laatstgenoemde mogelijke
uitbreiding zal in deze bijdrage worden geabstraheerd. Wij zullen ons concen-
treren op de vertaling van het model in een optímal-control formulering en op
de mogelijkheden voor het oplossen van het model binnen een dergelijke formu-
lering. Dít laatste is niet eenvoudig vanwege de continuïteit van de toe-
standsvariabele die binnen een dergelijke formulering wordt vereist. Ons in-
vesteringsmodel voldoet niet aan deze continuiteitseis, immers de kapitaalgoe-
derenvoorraad, zijnde de toestandsvariabele, ontwikkelt zich sprongsgewijs.
In het vervolg van dit artikel zal met name uitgebreid worden ingegaan op de
mogelijkheden ter oplossing van dit probleem.
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2. Het discontinue investeringsprobleem binnen een optimal-control-formulering
2.1. Inleiding
Door verschillende schrijvers is betoogd dat vele managementsituaties, zoals
bijvnnrbeeld ons investeringsprobleem, processen zijn in de continue tijd
waaraan op bepaalde discrete tijdstippen impulsen worden gegeven. In het ver-
leden zijn dergelijke problemen discreet, d.m.v. een hele reeks variabelen
betrekking hebbend op alle te onderscheiden beslissingstijdstippen opgelost.
Een dergelijke oplossing is echter niet meer dan een benadering van het in de
werkelijkheid in de continue-tíjd lopend proces. In de literatuur wordt spora-
disch ingegaan op problemen die betrekking hebben op discontinuiteiten in toe-
standsvariabelen. In deze paragraaf zullen wij ingaan op een aantal benade-
ringen die in de literatuur zijn weergegeven.
Bensoussan en Tapiero hebben impulsive control-modellen geformuleerd voor al-
~.-.....~~,... r~t ~roo,- ~p7p m!1(iPÍ~PiI, overigens veelal stochas-ieriei manágcuient~l ua~ ~ i.., .
tisch van aard, zijn nog geen analytische oplossingen gevonden. Wel verwíjzen
zij naar de mogelijkheid van het gebruiken van numerieke technieken. Getz en
Martin concentreren zich in hun JOTA-artikel van juni 1980 op het determinis-
tische jumpprobleem dat zich onder andere voordoet binnen 'fish population'
modellen [3]. De toestandsvariabelen binnen dergelijke modellen zijn respec-
tievelijk het aantal éénjarige, tweejarige, etc. vissen. Deze toestandsvaria-
belen vertonen elk jaar een sprong: immers het aantal (bijvoorbeeld) tweejari-
ge vissen bij het begin van het jaar is het aantal éénjarige vissen van eínd
vorig jaar. In tegenstelling tot ons investeringsprobleem worden de disconti-
nuiteiten in de toestandsvariabelen niet veroorzaakt door de stuurvariabelen.
Wel zijn de toestandsvariabelen, en indirect daarmee de discontinuiteiten, te
beinvloeden met de stuurvariabelen, bijvoorbeeld de omvang van de visvangst en
het niveau van de kweekinspanning. In hun artikel geven zij ook meer algemene
condities voor het bepalen van de oplossing van jump-control-modellen. Deze
aanpak biedt weliswaar enig perspectief, echter door het veronderstellen van
het actueel zijn van verschillende stelsels bewegingsvergelijkingen tussen de
opeenvolgende sprongen is deze aanpak voor ons minder geschikt.
Wel interessant zouden voor ons kunnen zijn optimal-control-modellen waarin de
voorraadproblematiek centraal staat. De voorraadproblematiek kenmerkt zich
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immers door het bestaan van 'ecnomies of scale' met betrekking tot de kosten
per bestelniveau. Het blijkt dat in artikelen over deze problematiek, àf het
'economies of scale' effect wordt weggedefinieerd door het veronderstellen van
continue onttrekkingen en toevoegingen aan de voorraad, af de problematiek wèl
binnen een optimal-control model wordt gedefinieerd maar voor de oplossing
gebruik wordt gemaakt van andere optimalisatie-methoden [4), [5].
Blaquière heeft in een recent artikel wèl expliciet rekening gehouden met dís-
continue toestandsvariabelen binnen optimal-control modellen [6]. Hij heeft
voor een dergelijk probleem noodzakelijke optimaliteitsvoorwaarden afgeleid.
Zijn oplossingsmethode is echter onderhevig aan een aantal vooronderstellin-
gen. Zo wordt bijvoorbeeld verondersteld dat het aantal sprongen in de toe-
standsvariabele bekend is. Voor ons investeringsprobleem is een dergelijke
vooronderstelling niet acceptabel.
Bovenstaande benaderingen bieden geen van alle een oplossing voor ons investe-
ringsprobleem. Voor de oplossing van het probleem kan wel enig aanknopingspunt
gevonden worden bij het werk van Vind en de Noorse wiskundige Seierstad en
Sydsaeter.
De oplossing van Vind is gebaseerd op een truc. Vind veronderstelt dat de
snelheid van de tijd kan worden beinvloed [7]. Door de tijd stil te zetten en
tegelijkertijd de variabelen te laten veranderen verkrijgt men sprongen in de
toestandsvariabelen. Om dit model-technisch te bereiken dient het model gefor-
muleerd te worden in een of andere 'artificiële' tijd. Alle toestandsvariabe-
len zíjn continu in deze tijd. De artificíële tijd loopt altijd maar de gewone
(~ echte) tijd staat op het investeringstijdstip uiteraard stil. De investe-
ringen vinden nu vloeiend plaats in de gekunstelde tijd en daarmee wordt onze
toestandsvariabele, de kapitaalgoederenvoorraad, continu in de artificiële
tijd. Voor een verdere uitwerkíng van het idee van Vind kan verwezen worden
naar [10] en [11]. In deze paragraaf zal het idee van Vind worden toegepast op
ons investeringsprobleem.
De Noren Seierstad en Sydsaeter hebben in hun nog te verschijnen boek optima-
liteitscondities geformuleerd welke specifiek op de sprongtijdstippen gelden
[8]. Het grote voordeel van deze aanpak is dat het probleem direct aangepakt
wordt. Immers ons investeringsprobleem is een gemengd continu-discreet pro-
bleem en het is dus voor de hand liggend om optimumcondities te formuleren
voor het continue en discrete gedeelte van het model. Uitgebreid zal hier nog
op worden ingegaan.
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2.2. De optimal-control-formulering van het model
Het in paragraaf 1 gedefinieerde investeringsprobleem kan worden weergegeven
binnen een optimal-control formulering. Uitgaande van de doelstelling maxima-
liggria van alle toekomstige netto-ontvangsten geldt de volgende doelstel-
lingsfunctie:
~ -rt ,
Max. f e-rt0(K)dt - E e ~S(Xj)
0 j
waarin:
tj - het investeringstijdstip;
0(K),S(Xj)- respectievelijk de opbrengsten- en investeringskosten-
functie die voldoen aan (1.1);
r - tijdsvoorkeurvoet.
De ontwikkeling voor de kapitaalgoederenvoorraad, zijnde de toestandsvariabe-
le, wordt bepaald door de afschrijvingen en de investeringen:
K:- át --aK f E d(t-tj)Xj
i
waarin:
a - constant afschrijvingspercentage;
d(t-tj) - dirac-delta-functie.
(2.2)
Het bovenstaande model bevat een discontinue toestandsvariabele en kan derhal-
ve niet met het maximum principe van Pontryagin worden opgelost.
2.3. De oplossing van het model volgens het idee van Vind
Het bovenstaande model heeft, zoals al eerder geconstateerd, een discontinue
toestandsvariabele en is derhalve met de traditionele optimal-control technie-
ken niet op te lossen.
Bij toepassing van het in de inleiding uiteengezette idee van Vind dient het
model te worden omgezet in de artificiële tijd. Noodzakelijk bij de omzetting
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is het definiëren van een tweetal nieuwe stuurvariabelen:
U(W) ~ 1 buiten de investeringstijdstippen
U(W) - 0 op de ínvesteringetijdstippen
I(W) - de investeringssnelheid (in de artificiële tijd)
waarin: W- de artificiële tijdsvariabele.
Aangenomen wordt dat de investeringssnelheid constant is, dus I(W) - I. Deze
veronderstelling is niet beperkend want de lengte van het investeringspad be-
paalt nu de hoogte van de investering. Door de herdefiniëring van het model is
de gewone tijd een toestandsvariabele geworden. Immers op het investeringspad
staat de gewone tijd stil, terwijl deze buiten de investeringspaden synchroon
loopt met de artificiële tijd. De gewone tíjd t voldoet daarmee aan de volgen-
de bewegingsrelatie:
t :- dW - U(W) (2.3)
Definieer W~ en W~~ als respectievelijk het begin- en eindpunt van een inves-
teringspad. De totale investering op het daarbij behorende tijdstip t~ is der-
halve:
X ~ - J IdW ~ (W~~-W~)Í
t ~W-W
De investeringskosten voor deze investering bedragen:
~~t ~




waarin: f(W~`~-W~) - investeringskostenfunctie welke concaaf is in (W~~`-W~).
Gegeven de bovenstaande herdefiniëring is het oorspronkelijke model volgens
(2.1) en (2.2) als volgt in de artificiële tijd te definiëren:
m
Max f e-rt~UO(K)-(1-U)f(W~~-W~)~dW (2.6)
U W-0
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Op het bovenstaande geherdefinieerde model zijn alle standaard optimal-control
technieken van toepassing. Op basis van de door Van Loon ontworpen iteratieve
methode is het mogelijk een optimaal bewegingspatroon voor de kapitaalgoede-
renvoorraad af te leiden, dat bestaat uit een aaneenschakeling van investe-
rings- en niet-investeringspaden [9].
Mede op basis van onze bevindingen in paragraaf 1 kan intultief het patroon
geschetst worden. Het patroon is weergegeven in figuur 4.
K
I I I (
, I ~ I
~ ~ ~ I w~








Figuur 4. Het optimale verloop van de kapitaalgoederenvoorraad
In figuur 4 is uitgegaan van een onderneming met een beginniveau van de kapi-
taalgoederenvoorraad de grootte van K~. In figuur 4a staat het ontwikkelings-
patroon weergegeven in de artificiële tijd terwijl in figuur 4b het patroon is
terugvertaald naar de gewone tijd. In de figuur is bovendien aangegeven welke
tijdstippen in de gewone tijd overeenkomen met de gekunstelde tijdindeling.
i t
16
In het voorgaande is aangegeven dat een discontinu optimal-control model ver-
taald kan worden in een continu model waarop alle standaard optimal-control
technieken van toepassing zijn. Een dergelijke vertaling is echter een indi-
recte oplossingsprocedure voor een dergelijk probleem. In het nu volgende zal
getracht worden op rechtstreekse wijze een dergelijk model op te lossen.
2.4. De oplossing van het model volgens Seierstad en Sydsaeter (S en S)
2.4.1. De optimumcondities van S en S
S en S hebben optimumcondities geformuleerd voor de spronggrootte en -tijd-
stippen. De algemene formulering van S en S zal eerst beknopt worden weergege-
ven.
1)
(1) de sprong voldoet aan de volgende vergelijking:




g(K(tj), Xj, tj) - de hoogte van sprong j.
(2) de bewegingsvergelijking van de toestandsvariabele tussen de sprongtijd-
stippen luidt:
K :- dt - F(K,u,t)
waarin: u - stuurvariabele.
(3) de doelstellingsfunctie is als volgt geformuleerd:
~
Max. ó FO(K,u,t)dt - 3 h(K(tj), Xj, tj)
(2.10)
(2.11)
1) De suffix "-" duidt op een situatie net vóór een sprong terwijl de suffix
"-~" duidt op een situatie net nà de sprong.
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waarin: h(K(tj), Xj, tj) - de kosten van sprong j.
De noodzakelijke voorwaarden voor een oplossing van (2.9) tot en met (2.11)
kunnen nu als volgt worden samengevat.
De riamiitoniáán is gedcfinieerd als:
waarin:
Voor alle u E U moet gelden:
H - FO(K,u,t) t ~F(K,u,t) (2.12)
H - de hamiltoniaanfunctie;
~Y - costate-variabele.
~ ~r ~H(K (t), u, Y', t) ~ H(K (t), u(t), Y', t) (2.13)






De volgende optimaliteitscondities gelden op de sprongpunten:
en
~ ~- ~ ~ ~- ~
} - ah(K (tj ),Xj,tj) ~} ag(K (tj ),Xj,tj)
`~(t j)-~`(t j) - ax -`~(t j) ax
~ ~k- ~t ~t ~e- ~t
ah(K (t . ) ,X.,t .) ~} ag(K ( t . ),X.,t .)
- aX ~ ~ t ~(tj ) aX ~ ~ - o
Buiten de sprongpunten geldt voor alle X~ 0 dat
~ ~





Tevens moet gelden op de sprongpunten:
18
~r ~f ~ ~f ~~ ,~ ~ ~- ~ ~- ~- ,~H(K (tj ),u (tj ),~r(tj ),tj) - H(x (tj ),u (tj ),~r(tj ),tj) f
} eh(K~(t~-),Xj,tj) -~(t~})eg(K~`(tj-),Xj,tj) ~ 0 voor tj - 0
at j 2t - 0 voor t j E(0,-~)
(2.18)
Met (2.15) tot en met (2.18) zijn de additionele condities voor het specifieke
discontinue control-probleem bepaald.
2.4.2. Toepassing van de optimumcondities van S en S op ons model
Het investeringsprobleem zoals geformuleerd in paragraaf 2.2 in de vergelij-
kingen (2.1) en (2.2) wordt voor de overzichtelijkheid nogmaals vermeld:
Max f e-rt(0(K)-I]dt - E e-rtjS(X~)
0 j




In de vergelijkingen (2.1)' en (2.2)' is voor de volledigheid de mogelijkheid
van continu investeren opengelaten. Verondersteld is dat de continue investe-
ringen I een prijs hebben van één per eenheid investeringen. Voor de sprongs-
gewijze investeringen X wordt aangenomen dat naast de in paragraaf 1.2 gefor-
muleerde eisen ook geldt:
lim dSáX) - 1- dX (X - 0)
Xl0
(2.19)
Deze eis betekent tesamen met de eerdere eisen dat sprongsgewijs investeren
altijd 'goedkoper' is dan continu investeren. Uitgaande van deze eisen is het
volstrekt voor de hand liggend dat er alleen sprongsgewijs zal worden geinves-
teerd. In paragraaf 2.4.3 zal dit formeel worden aangetoond.
De optimumcondities van S en S worden bij toepassing op ons probleem sterk
vereenvoudigd. Immers voor de hoogte de kosten van de sprong gelden respectie-





h(1C(tj),1ij,tj) - é ~S(Xj)
(2.20)
(2.21)
Substitutie van de gegevens volgens (2.20) en (2.21) en de gegevens die volgen
uit (2.1)' en (2.2)' in de condities van S en S geeft voor:
(2.12) -~ H- e-rt0(K) f Y'(-aK ~- I)
(2.14) ~ ~ - - dK
e-rt t a`Y
(2.15) -~ 4'(t~) - Y'(t~) - -Y'(t~}) 8K - 0
-rt
(2.16) ;- 8X e ~ f Y'(t~}) - 0
(2.17) ~- aX (X -
0)e-rt f 4'(t) t 0
-rt
a(e ~S(X~))
(2.18) ; H(t~) - H(t~) f at
Als overige condities gelden nog:
De transversaliteitsconditie: lim ~(t) - 0
t~m
~ 0 voor t. - 0J
- 0 voor t~ E (0,-~]
en een conditie, m.b.t. de investeringen, die volgt uit:
met










L ~ de Lagrangiaanfunctie;
~1,~2 - dynamische Lagrangemultiplicatoren.
ofwel:
-e-rt
f Y' f al - a2 ~ 0 (2.23)
Met (2.14)' tot en met (2.18)', (2.22) en (2.23) zijn alle optimumcondities
bekend.
2.4.3. Enkele relevante berekeningen met de optimumcondities
(1) Op eenvoudige wijze kan aangetoond worden dat van de door ons kunstmatig
ingebouwde mogelijkheid van continu investeren nooít gebruik zal worden
gemaakt.
Bewi s: Uit (2.17)', rekening houdend met (2.19) en (1.1), volgt:
`Y(t) c e-rt (2.24)
M.b.v. (2.24) te samen met continuiteit van Y'(t) volgens (2.15) en resul-
taat uit (2.16)'
-rt -rt
~(tj) ~ aX e j ~ e j.
volgt uit (2.23):
~1 ~ 0 ofwel 1 - lmin'
(2) Uit (2.18)' te samen met (2.16)' kan gevonden worden dat:l)





1) Zie appendix voor afleidíngen.
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dK (tj) c (afr) dX (2.28)
De relaties (2.27) en (2.28) versterken ons vermoeden dat de kapitaalgoe-
derenvoorraad zich rond het optimale niveau begeeft. Zoals in paragraaf 1
is LLiteengeZet geldt in het optimuII een gelijkheid i~~GGPn het marginaal
rendement op kapitaal en de rente- en afschrijvingskosten over de investe-
ringsuitgaven.
Uit de resultaten (2.27) en (2.28) blijkt dat het in paragraaf 1 beschre-
ven optimum in ieder geval valt binnen de optimale ontwikkeling van de
kapitaalgoederenvoorraad. Met (2.27) en (2.28) is echter nog niet bewezen
dat de kapitaalgoederenvoorraad zich sprongsgewijs rond het optimale ni-
veau zal bewegen.
(3) Het bewijs voor de sprongsgewijze ontwikkeling van de kapitaalgoederen-
voorraad rond het optimum volgt uit de volgende relaties. Uitgaande van de
continuiteit Vdn ~ voigens ( 2.17)' ge1dL vVVï tWCC wiiiékcurige vpcc.VCl-
gende investeringstijdstippen, t-b en t, de volgende relatie:
t .
~(t-b) - ~(t) - - 1 ~ dT
t-b
(2.29)
Met de relatie (2.29) en (2.16) te samen met de definitie die geldt voor
de kapitaalgoederenvoorraad,
KO - e-ab(KO t X)~
kan afgeleid worden dat:l)
d0} dS ab d2S (1-e-rb)
dK -(afr) dX f aKOe 2dX
Op identieke wijze kan worden afgeleid dat:
2






1) Zie appendix voor afleiding.
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In dit artikel is een aanzet gegeven tot de verwerking van een diecreet inves-
teringsproces in een continu optimal-control model. Aan de hand van een arti-
kel van Manne is ingegaan op de meest plausibele oorzaak van het discrete in-
vesteringsproces, namelijk het bestaan van 'economies of scale'.
Verder is het model van Manne uitgebreid met een aan afnemende meer-opbreng-
sten onderhevige produktiefunctie. Op basis van dit model zijn optimum condi-
ties afgeleid.
In het tweede gedeelte van dit artikel is uitgebreid ingegaan op de optimal-
control-formulering van het model. Het grote probleem binnen deze formulering
is de discontinuiteit van onze toestandsvaríabele, de kapitaalgoederenvoor-
raad.
Dit probleem is langs twee wegen aangepakt. Enerzijds is gebruik gemaakt van
een idee van Vind, die d.m.v. een herformulering van het model, het probleem
~JPOOOOPf~Pf~T{PPi(~ heeft; anderziids is een directere oplossingsmethode, zoals
voorgesteld door Seierstad en Sydsaeter, nader uitgewerkt. Met deze methode
zijn enige interessante resultaten afgeleid.
Het belang van de in dit artikel naar voren gebrachte problematiek mag niet
worden onderschat. Dit gezien het feit dat vele managementsituaties betrekking
hebben op het op discrete tijdstippen beinvloeden van een in de continue tijd
lopend proces. In dit artikel is getracht hiervoor oplossingen aan te dragen.
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Appendix
(1) Afleiding van de relaties (2.27) en (2.28).
Methode 1: (2.i2)' gesubstitueerd in (2.18)' geefr ~snnr alle t E fOs-~l:
-rt .
e ~[o(t~) - o(tj) - rS(Xj)] -`YaXj ~ 0
(2.16)' in (1) geeft rekeninghoudend met (2.15)':
o(t~) - o(t~) - rs(xj) - áX axj - o
(1)
(2)
Substitutie van 0(t~) - 0(tj) ~ áK (t~)Xj en S(Xj) ~ dX Xj in (2) geeft:
dn (t}) C (a~-r)dS
dK j dX
. ., ~, o .
`L.LV~
De relatie (2.27) kan gevonden worden door uit te gaan van de definitie
volgens (2.29) namelijk:
b .
i`(s) - 4'(b) - J `Y dT
s
met s en b als twee opeenvolgende sprongtijdstippen.
Substitutie van (2.14)' en (2.16)' in (2.29)' geef t:
dS e-rs - dS e-rb } br d0 e-rT dT br`YadTdX dX J dK - Js s
Na substitutie van:
br d0 e-rTdT ~ d0- b-rT 1 d0- -rs -rb
J dK dK (b) J e dT - r dK (b){e -e }s s
en (zie voor afleiding methode 2)







dS -rs -rb 1 d0- -rs -rb a dS -rs -rb




Hiermee is (2.27) aangetoond.
(6)
(2.27)
Methode 2: Voor de afleiding van (2.27) en (2.28) kan ook een andere weg
gekozen worden. Gezien de continuiteit van ~` volgens (2.15)'
geldt (2.16)' ook in de directe nabijheid van sprongpunten.
Dus voor elke t E(tj-d, tj~-d), en d zeer klein, geldt:
~(t) - ddX e-rt
(7) gesubstitueerd in (2.14)' geeft:
~-(a dX - dK)e-rt voor t (tj-d, tjfó)
(7)
(s)
Aangezien (8) geldt voor de omgeving van ieder sprongtijdstip en
f
dK ~~ dK volgt uit (8) dat ~ sneller daalt net vóór het sprongtijdstip
dan net nà het sprongtijdstip. Ofwel,
~`(t j) ~ ~(t~) (9)
De relatie (9) gecombineerd met (2.16)', (2.17)' en (2.19) geeft het ver-




H - áX e 1
d5
dX
Figuur 5. Het verloop van de Y'-functie
Net na de sprong moet volgens (7), (8) en figuur 5 gelden:
-~ d(dS e-rt)





(afr) dX ~ dK
Op identieke wijze moet net voor een sprong gelden:
d(dS e-rt)









Hiermee zijn (2.27) en (2.28) wederom afgeleid.
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(2) Af leiding van de relaties (3.31) en (3.32).
Om te beginnen leiden we een tussen-resultaat af dat in latere instantie
vereist is.
Uit (3.30) volgt:
X - KO[eab - 1 ] (12)
Bovendien geldt de volgende identiteit:
X 2
dX (X) - áx (0) } J d 2 dW0 dX
Substitutie van (12) en (2.19) in (13) geeft:
K (eab-1) 2
dS (X) - 1~ JO
d S.dWdX 0 dX2
Differentiatie van (14) naar b geeft:
d(dS~dX) (X) - a K eab d2S (X)db 0 dX2
Resultaat (15) is in latere instantie nodig.
Substitutie van (2.16)' in (2.29) geeft:
~e-r(t-b)-e-rt) - t d0 e-rTdT - J a`Y(T)dT
dX Jt-b dK t-b





dS r e-r(t-b) } d(dS~dX) (e-r(t-b)-e-rt) - d0} e-r(t-b)-a`Y(t-b) (17)
dX db dK
Na substitutie van (2.16)' in (17) en deling door e-r(t-b) resteert:
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d0} dS d(dS~dX) -rb
dK - (afr) dX } db (1-e )
Substitutie van (15) in (18) levert de gezochte relatie (3.31):
f 2
dK -(afr) dX f a K~




De relatie (3.32) is op identieke wijze af te leiden indien uitgegaan
wordt van de volgende herschreven vorm van (2.29):
tfb .
Y~(t) - Y'(ttb) - f ~YdT
t
(2.29)'
De verdere afleiding wordt aan de lezer overgelaten.
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